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Chancen und Potentiale für die Mathematik

von Sabina Jeschke, Michael Kohlhase und Ruedi Seiler

Mathematische Forschung wird durch die technologische Entwicklung unserer Gesellschaft, die sich insbeson-
dere in der revolutionär anmutenden Steigerung mathematisch-numerischer Leistungsfähigkeit widerspiegelt,
stark beeinflusst. Das Resultat ist ein Paradigmenwechsel in mathematischer Forschung ebenso wie in mathe-
matischer Ausbildung: Neue Gebiete mathematischer Forschung und neue Wege mathematischer Forschungs-
methodik entstehen, der intelligente und angemessene Einsatz der neuen Werkzeuge entlastet von aufwendigen
Routine-Rechnungen, erfordert jedoch eine neuartige intellektuelle und mathematische Leistung. Der Einfluss
der neuen Technologien bewirkt damit eine Neudefinition des mathematischen Kompetenzbegriffes und führt
folgerichtig auf die Notwendigkeit von Veränderungen in der mathematischen Bildung und Ausbildung.
In diesem Artikel wollen wir den Stand der Technik von Systemen zur computerunterstützten Lehre und For-
schung in der Mathematik diskutieren. Zentraler Anhaltspunkt in der Beurteilung ist dabei die Frage, inwieweit
in solchen Systemen mathematische Inhalte und mathematisches Wissen explizit repräsentiert sind und im Sy-
stem flexibel manipuliert und vermittelt werden.

Mathematik und Wissensgesellschaft

Moderne Technologien bestimmen die weltweit ra-
sant verlaufende Entwicklung von einer Industrie-
zu einer Wissensgesellschaft. Unter den

”
Schlüssel-

technologien“ des Informations- und Kommunikati-
onszeitalters kommt der Mathematik in mehrfacher
Hinsicht eine besondere Bedeutung zu:

◦ Technologische Bedeutung. Hochentwickelte Com-
puteralgebra- und Softwarepakete führen zu einer Re-
volution der mathematischen Modellierung, Simula-
tion und Visualisierung komplexer Abläufe in Natur-
und Ingenieurwissenschaften.

◦ Wirtschaftliche Bedeutung. Mathematik steuert –
als zentrale Basis-Technologie aller angewandten
technischen und naturwissenschaftlichen Forschung –
maßgeblich die wirtschaftliche Entwicklung unserer
modernen Gesellschaften. Immer mehr technische
und soziale Prozesse (z. B. Börsen) werden model-
lierbar und damit steuerbar.

◦ Gesellschaftliche Bedeutung. Computer und All-
tagselekronik, vom Bankautomaten bis hin zum Mo-
biltelefon, beherrschen Berufs- und Privatleben in zu-
nehmendem Maße. Ohne ein rudimentäres Verständ-
nis der mathematischen, physikalischen und informa-

tionstechnischen Grundlagen werden solche Geräte
undurchschaubar und oft als Bedrohung empfunden.

◦ Politische Bedeutung. Politische Entscheidungen in
einer hochtechnisierten Gesellschaft verlangen immer
mehr mathematische, naturwissenschaftliche und
technische Beurteilungsgrundlagen: Mathematisch-
naturwissenschaftlich-technische Bildung wird die
zentrale Voraussetzung für demokratische Partizipa-
tion und für die Akzeptanz politischer Entscheidun-
gen.

Gleichungen lösen kann jeder –
Lösungen bewerten nur, wer versteht!

Es ist daher ein unmittelbares gesellschaftliches An-
liegen, die mathematische Bildung weiter Bevöl-
kerungsschichten auszubauen und dazu die klassi-
sche Mathematikausbildung um eLearning-Techniken
zu erweitern, die mathematische Lernmöglichkeiten
auch außerhalb der Schulen anbieten können.

Im Spannungsfeld der neuen Technologien hat sich
auch die Mathematik als Disziplin selbst verändert:
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Der Einfluss von Informations- und Kommunikati-
onstechnologien erlaubt die Erforschung der Mathe-
matik mit Methoden, die bisher den experimentel-
len Wissenschaftsrichtungen vorbehalten waren. So
ist die

”
Experimentelle Mathematik“ entstanden und

hat sich in kurzer Zeit zu einem wichtigen Teil der
angewandten und abstrakten Mathematik entwickelt.
Auch dieser Entwicklung gilt es in der Ausbildung der
nächsten Generation von Mathematikern Rechnung
zu tragen.

Mathematische Ausbildung

Mit den neuen Technologien und ihren ungeahnten
Möglichkeiten hat sich der Kreis der Anwender und
die Vielfalt der mathematischen Methoden in der
beruflichen Praxis von Naturwissenschaftlern, Inge-
nieuren, Informatikern und Wirtschaftswissenschaft-
lern enorm vergrößert: Anspruchsvolle Algorithmen
in schwer durchschaubaren Software-Applikationen
kommen oftmals zum Einsatz, ohne dass diese ver-
standen werden oder verstanden werden können. Die-
se Situation könnte in der Praxis verheerende Folgen
haben und erfordert dringend eine Ausbildung die-
ses Anwenderkreises, die auf ein grundsätzliches Ver-
ständnis und auf eine Bewertung der angewandten
Methoden zielt.

Für den explosionsartig gewachsenen Anwenderkreis
ist eine neue Lehre nötig

Damit ändern sich die Anforderungen an die mathe-
matische Ausbildung:

◦ Verständnisorientierung. Im Fokus des
”
neuen“,

mathematisch orientierten Kompetenzbegriffes steht
die Entwicklung von Verständnis, Kenntnis der Zu-
sammenhänge und eigenständiger Einsichten [17].
Diese Kompetenzen sind als solche keineswegs neu,
sondern haben seit jeher die Ausbildung von Mathe-
matikern charakterisiert – neu ist aber, dass diese
Kompetenzen auch für die Ausbildung von Ingenieu-
ren und Informatikern gefordert werden müssen. So
entlastet zwar der intelligente und angemessene Ein-
satz der neuen Werkzeuge von aufwendigen Routine-
Rechnungen und erlaubt eine Konzentration auf die
mathematischen Inhalte, er zieht allerdings eine tief-
greifende Veränderung der universitären Lehre nach
sich.

◦ Lebenslanges, selbständiges Lernen. Durch den ra-
santen Wissenszuwachs in immer kürzeren Zyklen
erweist sich das klassische

”
knowledge at disposal“

(Lernen auf Vorrat) als alleiniges Lernmodell als
nicht mehr zeitgemäß; wegen der enormen Wissens-
menge – die neuen Technologien machen auch den
praktischen Einsatz von

”
Halbwissen“ möglich! – ist

es vielfach nicht mehr praktikabel. Lehr-, Lernme-
thoden und -techniken müssen auf den notwendigen
Prozess des

”
lebenslangen Lernens“ vorbereiten und

ihn langfristig unterstützen. Die Förderung von Ei-
geninitiative, Flexibilität und Neugierde spielt dabei
eine zentrale Rolle.

◦ Interdisziplinarität und
”
soft skills“. Schließlich

nehmen interdisziplinäre Fragestellungen und Ko-
operationen einen immer wichtigeren Raum ein und
damit spielen auch interdisziplinäres Kommunikati-
onsvermögen und Teamfähigkeit eine größere Rol-
le. Die vielzitierten

”
soft skills“, neben den kommu-

nikativen und kooperativen insbesondere Kreativi-
tät, Innovationsfähigkeit, ganzheitliches Denkvermö-
gen und fortwährende Lernbereitschaft, werden zu ei-
ner zentralen Voraussetzung erfolgreicher mathema-
tischer Praxis. Für Mathematiker ist dies oft beson-
ders schwierig. Sie sind daran gewöhnt, am Ende ei-
ner Arbeit alles im Einzelnen zu verstehen. Sich auf
einen Arbeitsstil einlassen zu müssen, bei dem wich-
tige Teile oft nur noch von den jungen Mitarbeitern
beherrscht werden, fällt schwer!

Mit der Veränderung der Anforderungen in der ma-
thematischen Ausbildung nimmt der multimediale
Zugang zu Information einen immer größeren Stellen-
wert in unserer Gesellschaft ein und erlaubt sowohl
die Integration von IT-Technologien in klassische Un-
terrichtsszenarien als auch die Vermittlung mathe-
matischen Wissens außerhalb der üblichen Kanäle.
Solche computerunterstützten Lern- und Lehrformen
– wir sprechen von

”
eLearning“ oder

”
eTeaching“ –

haben das Potential, den Erwerb der notwendigen
mathematischen Kompetenzen maßgeblich zu unter-
stützen und zu verbessern. Sie ermöglichen neue Zu-
gänge zum Wissensgebiet Mathematik, insbesondere
durch Visualisierung abstrakter Konzepte, die kom-
plexe Darstellung vielfältig vernetzter Zusammen-
hänge und ihre Fähigkeit, mathematische Model-
le in Experimentierszenarien in ihren realen Kon-
text einzubetten. Darüber hinaus versprechen sie die
oben geforderte aktive, eigengesteuerte Auseinander-
setzung mit der mathematischen Materie, sie unter-
stützen einen nicht-linearen Lernprozess und stellen
den kooperativen und kommunikativen Umgang mit
dem Wissen in den Vordergrund.

Natürlich ist im Prinzip der Nutzen von eLearning-
und eTeaching-Systemen nicht auf die klassische
(schulische) Ausbildungssituation beschränkt, son-
dern kann auch auf die Forschung erweitert werden:
Forschung ist eine spezielle Form des (selbstvermittel-
ten) Lernens und kollaborative Forschung stützt sich
auf die fortwährende Vermittlung von Wissensinkre-
menten. Schließlich lässt sich die universitäre Aus-
bildung als ein gradueller Übergang von schulartiger
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Lehre zur Forschung charakterisieren. Wir verallge-
meinern daher die Begriffe

”
eLearning“ und

”
eTea-

ching“ um den Aspekt des
”
eResearch“ und sprechen

summarisch von eLTR-Technologien.

Ihre strenge Strukturierung macht Mathematik zum
besonders geeigneten Studiengebiet für die Lehr- und
Lernforschung

Die eLTR-Technologien präsentieren sich in einer
spannenden Doppelrolle: sie sind einerseits Ursache
weitreichender Veränderungen in der Wissensgesell-
schaft und andererseits gleichzeitig Methode zur Be-
wältigung derselben. Dabei bietet sich die Mathema-
tik als Erprobungsgebiet für diese neuen Techniken
besonders an, da die mathematische Ausbildung und
Kommunikation seit jeher die oben geforderte Ver-
ständnisorientierung in den Vordergrund stellt und
das Wissen im Gebiet so gut konzeptualisiert und
formalisiert ist, dass seine Strukturen in Software-
Systemen explizit verwaltet und zur Wissensvermitt-
lung verwendet werden können.

Das Potential der eLTR-Technologien

Die eLTR-Technologien bieten eine Vielfalt von Mög-
lichkeiten an, mathematische Kompetenz in originel-
ler und interessanter Weise zu vermitteln oder inter-
aktiv selbst zu erwerben.

Experimentierszenarien. Experimentelles Lernen gilt
seit Johann Heinrich Pestalozzi als eine der besten
Formen des Lernens. Aktives Einbeziehen der Ler-
nenden in den Lernprozess durch Simulationen si-
chert Lernerfolg schneller und insbesondere nachhal-
tiger ab. Die eLTR-Technologien bieten die Grundla-
ge für einen neuartigen Zugang zu einer universitär-
en, mathematischen Ausbildung, in dem das mathe-
matische Experiment im Mittelpunkt steht. Experi-
mentelles Lernen in der Mathematik beginnt mit in-
teraktiven Visualisierungen zu einzelnen Wissensbau-
steinen und reicht über Simulationen in praxisnaher
Umgebung hin zur Durchführung komplexer Projek-
te in

”
Virtuellen Laboren“. Virtuelle Labore ermög-

lichen mathematische Modellierung im Sachkontext,
fungieren also als

”
Bindeglied“ zwischen abstrakter

Mathematik und ihrer konkreten Anwendung.

Visualisierung. Visualisierungen mathematischer In-
halte spielen eine zentrale Rolle: die Visualisie-
rung abstrakter Sachverhalte trägt maßgeblich zu ei-
nem tieferen Verständnis mathematischer Konzep-
te bei. Der Einsatz von Visualisierungen ist nicht
auf die bloße Verdeutlichung von mathematisch-
naturwissenschaftlichen Daten und Fakten be-
schränkt, sondern erlaubt die Darstellung der struk-
turellen Eigenschaften von Objekten und Methoden.

Räumliches Denkvermögen und visuelle Vorstellungs-
kraft werden trainiert. Visualisierungen fördern ins-
besondere bei Anfängern die Motivation, weil sie eine
schnelle erste Anschauung eines bis dahin unbekann-
ten Gegenstandes ermöglichen. Schließlich rücken mit
den graphischen Darstellungen auch ästhetische Ge-
sichtspunkte in den Vordergrund.

Unterstützung explorativen Lernens. Im Gegensatz
zum repositorischen Lernen hat der Lernende beim
explorativen (entdeckenden) Lernen die Möglichkeit,
sich frei im Wissensraum zu bewegen: Es wird kei-
ne Reihenfolge der Wissenseinheiten vorgegeben, was
dem Wesen eines Hypertextes entspricht. Der Fokus
liegt auf der selbständigen Erschließung des Stoffes.
Exploratives Lernen setzt die Übersicht über die zur
Verfügung stehenden Wissenseinheiten voraus. Un-
terstützung explorativen Lernens bedeutet also ins-
besondere Entwicklung geeigneter Navigationsstruk-
turen sowie Darstellungstechniken von Struktur und
Anordnung der Wissenseinheiten.

Adaption an individuelle Lernprozesse. Die Un-
terstützung unterschiedlicher Lernstile (ebenso wie
Adaption an unterschiedliche Interessensgebiete, un-
terschiedliche Studienrichtungen etc.) ist ein heraus-
ragendes Potential beim Einsatz multimedialer Tech-
nologien in der Lehre. Die Realisierung dieses An-
spruches verlangt nicht nur eine genaue Analyse der
verschiedenen individuellen Verständnisprozesse für
das Gebiet der Mathematik, sondern auch die Ent-
wicklung einer breiten Auswahl an Inhaltsbausteinen,
intelligenten Auswahlwerkzeugen und die Implemen-
tation verschiedenartiger Lernszenarien für denselben
Unterrichtsgegenstand.

Schönheit und Faszination. Mathematik ist mehr als
ein Unterrichtsfach, eine Studienrichtung, ein Mit-
tel zu technologischem Fortschritt – Mathematik ist
universelles Kulturgut und von einem tiefen inne-
ren Schönheitssinn geprägt. Viele Menschen haben

Abbildung 1. Faszination Mathematik (Mandelbrotmenge)
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jedoch eine Haltung gegenüber der Mathematik auf-
gebaut, die von Desinteresse bis zu grenzenloser Ab-
neigung reicht [8] – zwar ist der praktisch-technische
Nutzen der Mathematik unbestritten, ihre kulturelle
Bedeutung und ihre Ästhetik hingegen wird ignoriert.
Neue Medien eignen sich in einzigartiger Weise, die
Schönheit und Faszination, die Mathematik ausstrah-
len kann, zu vermitteln – interaktive Computergrafi-
ken etwa faszinieren auch mathematische Laien – und
ermöglichen damit eine gesellschaftliche

”
Öffnung der

Mathematik“.

In diesem Kontext soll jedoch auch einem Irrglau-
ben widersprochen werden: eLTR-Technologien sind
weder dazu geschaffen noch dazu geeignet, den Prä-
senzunterricht zu ersetzen. Für einen erfolgreichen
Lehr- und Lernprozess ist der soziale Kontakt von
zentraler Bedeutung – eine Lehrform, die diese Er-
kenntnis nicht ausreichend berücksichtigt, ist zum
Scheitern verurteilt. Vielmehr muss es um die Ergän-
zung des Präsenzunterrichtes gehen: Durch die Be-
reitstellung hochwertiger multimedialer Wissensbau-
steine und virtueller Lernumgebungen wird der Leh-
rende in die Lage versetzt, ein erhöhtes Gewicht auf
die Moderation des Unterrichts und auf die Steuerung
der sozialen, kommunikativen und koordinativen Pro-
zesse zu legen. Der Ansatz des

”
blended learning“ be-

zeichnet gerade solche Lehr-/Lernkonzepte, die eine
didaktisch sinnvolle Verknüpfung der erprobten, tra-
ditionellen Lehr- und Lernformen mit den neuen Me-
dien und Technologien anstreben.

Ein anderer Irrglauben ist, dass sich das WWW
und darauf agierende, immer mächtiger werden-
de Suchmaschinen allein bereits eine ausreichende
Lehr-Lernplattform für die Mathematik darstellen.
Suchmaschinen wie Google sind heute ein zentra-
les Mittel zur Beschaffung insbesondere auch von
(Fach-)Informationen. Die inhaltliche Nutzung des
Internet-Informationsraums eignet sich insbesondere
für Team- und Projektarbeit, zu Vor- und Nachberei-
tungen und zur Vertiefung individueller Interessen.
Die Nutzung des WWW erlaubt insbesondere, Vi-
sualisierungen oder Simulationen zu verwenden, die
von anderen Lehrern und Wissenschaftlern entwickelt
wurden (Abb. 2)

Allerdings ist im Gegensatz etwa zu Lehrbüchern, in
denen Qualitätssicherung durch Refereesysteme, Lek-
toren oder vergleichbare Mechanismen weitgehend si-
chergestellt werden kann, die Einschätzung der Qua-
lität im Internet allein dem Nutzer überlassen. Dies
stellt im Allgemeinen kein Problem für einen

”
Spezia-

listen“ dar, der die Qualität aufgrund fachlicher Kor-
rektheit einschätzen kann, wohl aber für einen Ler-
nenden im Anfängerstadium, der genau diese Mög-
lichkeit nicht hat, sondern erst geeignet angeleitet
werden muss [9].

Abbildung 2. Lineare Abbildung, Basis und
darstellende Matrix

Die Entwicklung qualitativ hochwertiger multime-
dialer Lehrmaterialien setzt nicht nur fachliche son-
dern auch technische Kompetenzen voraus. Zudem ist
der Aufwand der Entwicklung qualitativ hochwerti-
ger multimedialer Lehrmaterialien äußerst hoch.

Mathematik und eLearning

Nach dieser Skizze der Chancen und Potentiale neu-
er Medien in der mathematischen Ausbildung richten
wir unseren Blick nun auf die eLearning-Technologien
selbst.

Zunächst einmal sind nicht alle eLTR-Entwicklungen
als gleichermaßen zielführend zu bewerten: viele der
sog.

”
First Generation“-Konzepte unterstützen gera-

de nicht den eigentlichen Lern- und Verständnispro-
zess; vielmehr wird der Zugriff auf Wissensbestän-
de mit der Aneignung von Wissen gleichgesetzt ([7]);
sog. Lehrplattformen sind vielfach lediglich fachspe-
zifische Dokumenten-Management-Systeme, die zu-
sätzlich bestimmte Organisationsabläufe in Ausbil-
dungseinrichtungen unterstützen. Fehlende Granu-
larität und statische typographische Objekte – in
Kombination mit monolithischem Softwaredesign –
lassen eine Realisierung selbstgesteuerten, konstruk-
tivistischen Lernens und (Er-)Forschens nicht zu,
weil die Materialien nicht für freies Interagieren
und Experimentieren zur Verfügung stehen. Dazu
kommen unzureichende pädagogische Konzepte: so
groß die Zahl an eLearning-Materialien, eLearning-
Plattformen und eLearning-Initiativen auch ist, so
gering ist derzeit die systematische Erforschung und
Erprobung sinnvoller eLearning-Konzepte, insbeson-
dere für einen fächerspezifischen Einsatz.
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Die erste Generation der eLearning-Technologie
umfasst vor allem die Bereitstellung und Vertei-
lung von organisatorischen Informationen und sta-
tischen Lehr-Dokumenten. Klassische eLearning-
Plattformen (etwa WebCT, Blackboard und Clix)
sind im wesentlichen Dokumenten-Management-
Systeme, die zusätzlich bestimmte Organisations-
abläufe in Ausbildungseinrichtungen unterstützen.
Systeme der ersten Generation werden heute na-
hezu weltweit in Schulen und Universitäten einge-
setzt, meistens aber nicht durchgängig genutzt.

Interaktivität, Interoperabilität, Wiederbenutzbar-
keit und Flexibilität der Inhaltskomponenten so-
wie User-Adaptivität sind die Herausforderungen der
nächsten Generation von eLTR-Systemen, aber auch
die Chancen.

Next Generation eLTR-Technologien ermöglichen
durch eine explizite Repräsentation mathemati-
schen Wissens hochgradig interaktive, adapti-
ve Lehrmaterialien, die Realisierung explorativer
Lehr- und Lernszenarien, multimediale Unterstüt-
zung kommunikativer und kooperativer Lehr- und
Arbeitsprozesse und die Möglichkeit zur aktiven
Bearbeitung und Veränderung multimedialer Ob-
jekte (vom

”
statischen Objekt“ zum

”
dynami-

schen Prozess“). Wissensrepräsentationstechniken
erlauben die systematische Trennung der didakti-
schen Methoden von Lerninhalten und vereinfa-
chen die Erweiterung auf neue Gebiete. Eine zu-
künftige Standardisierung der Wissensrepräsenta-
tion erlaubt die Vernetzung verschiedener Einzel-
komponenten zu komplexen eLearning-Netzen.

”
Next Generation“-Systeme sind heute noch weit-

gehend im Prototypstadium, ihr Einsatz in der
Lehre noch die Ausnahme – gerade hier entfaltet
sich aber erst das eigentliche Potential der neuen
Medien in der Ausbildung.

Wir wenden uns nun der Beschreibung ausgewählter
Beispiele zu; wir wollen dabei von Softwarekompo-
nenten für die Mathematik zu integrierten Lernplatt-
formen vorstoßen.

Mathematische eLTR-Komponenten

Computeralgebrasysteme (CAS) und numerische
Software. CAS sind Systeme, die mathematische Ob-
jekte als Formeln repräsentieren und diese symbo-
lisch manipulieren. Sie können in der Regel Terme
umformen, Gleichungen und Gleichungssysteme lö-
sen, differenzieren, integrieren, Taylorreihen bilden,
Differentialgleichungen lösen, 2D- und 3D-Graphen
plotten und vieles mehr. Numerische Systeme leisten
ähnliche Dienste, stützen sich aber auf quantitative
statt symbolisch exakte Verfahren. Beide ermöglichen

sie die Visualisierung mathematischer Konzepte, die
an der Tafel nicht oder nur sehr eingeschränkt mög-
lich sind. Es existiert inzwischen eine ganze Reihe
geeigneter Softwarepakete, die sich in ihrer Mächtig-
keit, Kosten, Integrationsfähigkeit mit anderen An-
wendungen etc. teilweise erheblich unterscheiden [3].

Solche Tools arbeiten zunächst als
”
black boxes“ – sie

verändern damit nicht nur den Unterricht, sie vermit-
teln (und erfordern) auch eine neue Art der naturwis-
senschaftlicher Kompetenz, die der nötigen kritischen
Betrachtungsweise nämlich.

Dynamische Mathematik-Software. Sie umfasst gra-
phische Systeme, die es erlauben, symbolische Re-
präsentationen z.B. geometrischer Objekte zu visua-
lisieren und direkt zu manipulieren. Systeme, wie
beispielsweise das Geometriepaket Cinderella [15],
werden bereits heute in vielen Schulen zur experimen-
tellen Erforschung der Geometrie durch den Lernen-
den eingesetzt. In Cinderella können geometrische
Zusammenhänge einfach konstruiert und visualisiert
werden – sie sind nicht nur sichtbar, sondern bleiben
auch nach ihrer Konstruktion als Simulation interak-
tiv erfahrbar und veränderbar: Durch die Verschie-
bung der Konstruktionspunkte in der Visualisierung
kann der Schüler geometrische Parameter verändern
und so wesentliche Effekte beobachten.

Systeme wie Cinderella bieten auch Unterstützung
für die Lehrenden; mit dem integrierten Autorensy-
stem können Konstruktionsbeispiele, Animationen,
interaktive Übungsaufgaben mit Lösungskontrolle so-
wie Simulationen direkt als WWW-Seiten oder Java-
Applets exportiert werden. Dadurch wird die einfache
Erstellung von Lehr-/Lernmaterial unterstützt, von
einzelnen Webseiten über CD-ROM-Applikationen
bis hin zu kompletten Websites. Einen etwas allge-
meineren Ansatz verfolgt das Projekt Oorange [18].

Abbildung 3. Visualisierung im Computeralgebrasystem
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Abbildung 4. Direkte Manipulation im Geometriepaket Abbildung 5.
”
Moses“-Forum für Mathematik, TU Berlin

Es bietet eine graphische Java-Umgebung zur effek-
tiven Erstellung virtueller Laboratorien. Parameter-
einstellungen können im Betrieb (runtime) inspiziert
und verändert werden. Ein Student muss nicht mehr
vertröstet werden mit der Antwort

”
ich zeige ihnen

dies dann nächste Woche, wenn ich das Programm
auf ihre Frage hin abgeändert habe“, sondern es kann
sofort reagiert werden.

Interaktive Übungsumgebungen. Dies sind interaktive
Trainingsumgebungen mit automatisierten Übungen.
Deutlich über das Konzept von Multiple Choice hin-
auszugehen, ist kaum je gelungen. Ansätze sind da,
z. B. das System Mathnet, das am Technion in Haifa
von Ron Aharoni und Lydia Peres konzipiert und ent-
wickelt wurde und dort bereits erfolgreich praktisch
eingesetzt wird. Es folgt dem interessanten didakti-
schen Prinzip

”
Gib mir ein Beispiel für . . .“. Das vom

Lernenden selbst formulierte Ergebnis wird dann von
einem Rechner, der im Hintergrund läuft, geprüft.
Einen ähnlichen Ansatz verfolgt auch das bekannte
Softwareprodukt Maple.

Virtuelle Kommunikations- und Kooperationsumge-
bungen. Sie erlauben räumlich und zeitlich flexible,
synchrone oder asynchrone Kommunikation. Email,
Chat, Foren, online Konferenztechnologien und Vi-
deoübertragungen ermöglichen verteilte Lehr- und
Interaktionsszenarien. Der Einsatz für das Gebiet
der Mathematik wird allerdings heute noch durch
die unzureichende Unterstützung der Notation ma-
thematischer Formeln erschwert. Die Basistechnolo-
gie MathML [2] (Mathematik im Web in LATEX-
Qualität) und OpenMath [1] (inhaltsorientierte Re-
präsentation mathematischer Formeln) sind vorhan-
den, haben sich aber in der Praxis noch nicht ausrei-
chend durchgesetzt.

Virtuelle Kooperationsumgebungen sind auf Koope-
rationsförderung (unter Lernenden bzw. zwischen
Lernenden und Lehrenden) ausgelegt; sie erlau-
ben die Einrichtung kooperativer virtueller

”
Räume“

mit gemeinsamer Datenerzeugung, -modifikation und
-ablage unter Verwendung verschiedener Kommu-
nikationsstrategien. Solche Team-orientierten Um-
gebungen (z. B. die Systeme

”
Moses“-Forum [11],

Abb. 5 oder
”
sTeam“ [10], Abb. 6) sind derzeit noch

im Prototyp-Stadium, weil die notwendige Integrati-
on verschiedener Software, Dokumentenformate etc.
eine außerordentlich komplexe technische Aufgabe
darstellt.

Elektronische Tafelsysteme. Bei dem elektronischen
Tafelsystem

”
eKreide“ [6] (vgl. Abb. 7) wird mit

einem elektronischen Stift an einer elektronischen
Tafel geschrieben, statt mit Kreide an einer her-
kömmlichen. Das vollständige Tafelbild wird aufge-
zeichnet, optional auch mit Audio- und/oder Video-
Mitschnitt, so dass eine Komplett-Aufzeichnung des
Unterrichts entsteht, die jederzeit wiedergegeben
werden kann.

Das für die Mathematikvermittlung bemerkenswer-
te ist jedoch, dass eKreide über diverse Integrati-
onsmechanismen von externen Materialien und über
Schnittstellen zu verschiedener fachspezifischer Soft-
ware verfügt. So können etwa Applets incl. ihrer
Funktionalitäten eingebunden werden, handschriftli-
che Aufrufe an Computeralgebrasysteme formuliert
und die von ihnen gelieferten Ergebnisse zum Be-
standteil des Tafelbildes werden (in Entwicklung).
Auf diese Weise wird nicht nur der Einsatz solcher
Systeme demonstriert, er findet auch ohne

”
Medien-

brüche“ statt.
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Abbildung 6. Kooperation in
”
sTeam“, Uni Paderborn

Abbildung 7. Das elektronische Tafelsystem eKreide

Integrierte eLTR-Plattformen für die

Mathematik

Während wir uns im letzten Abschnitt auf
Mathematik-spezifische eLTR-Komponenten konzen-
triert haben, wollen wir jetzt drei mathemati-
sche Lernplattformen besprechen. Alle drei Syste-
me beruhen auf einer strukturierten, XML-basierten
Repräsentation des zugrundeliegenden Wissens in
kleinen Wissensbausteinen (Wissensmodulen), die
vom System flexibel kombiniert und mit eLTR-
Komponenten, wie den oben beschriebenen, verarbei-
tet werden können.

Das Connexions-System [5] der Rice University
(USA) besteht im Wesentlichen aus einem mäch-
tigen Content-Management-System für inhaltsorien-
tierte mathematische Wissensbausteine, die compu-
terunterstützt zu Kursmaterialien zusammengesetzt

werden können. Ein Schwerpunkt des Systems ist
die Wiederverwendbarkeit der Kursmodule in vari-
ierenden Kontexten. Daher werden Struktur und In-
halt mathematischer Formeln in den Moduln so ex-
plizit gemacht (im Content-MathML-Format [2]),
dass sie kontextabhängig präsentiert werden kön-
nen. Beispielsweise kann für Ingenieure die komple-
xe Einheit als j dargestellt werden, während sie für
Mathematikstudenten als i geschrieben wird. Aus-
gabe sind die Web-Formate html und Presentation
MathML (Web-Mathematik in LATEX-Qualität [2]), so-
dass Kursmaterialien in Standard-Browsern (Mozil-
la oder Internet Explorer) abgerufen werden kön-
nen, selbst wenn sie mathematische Formeln enthal-
ten. Spezielle Browser-PlugIns unterstützen Lehren-
de und Lernende bei der Navigation im Wissensraum,
beim Einfügen von Querverweisen, bei der Kurskom-
position und bei der Annotation von Kursmateriali-
en.

Obwohl das Connexions-System noch im (späten)
Prototypstadium ist, wird es bereits international
eingesetzt und enthält mehrere tausend Kursmodu-
le von Themen wie Laplace-Transformation über Si-
gnalverarbeitung bis hin zu Musiktheorie. Durch die
Verwendung von

”
Open Content“-Lizenzen [4] für die

Kursinhalte und von Open Source-Lizenzen für die
Software zieht das Connexions-Projekt eine wach-
sende Gemeinschaft von Mit-Autoren an.

Im Projekt
”
Mumie“ [12] liegt bei ähnlicher Grund-

architektur der Schwerpunkt auf der Unterstüt-
zung multipler Lernszenarien: Mathematische Objek-
te und Methoden werden in individuellen Lernein-
heiten mittels multimedialer Darstellungskonzepte
durch Kombination von Texten mit Visualisierungen
und explorativen Umgebungen präsentiert (Content-
Szenario). Diese inhaltliche Präsentation wird durch
Bereiche ergänzt, in denen die eigenständige Aus-
einandersetzung mit mathematischen Inhalten im
Vordergrund steht (Practice-Szenario). Die Gegen-
stände der Mathematik werden losgelöst vom Kurs-
Kontext sowohl lexikographisch wie auch hinsichtlich
übergreifender innerfachlicher Zusammenhänge dar-
gestellt (Retrieval-Szenario).

”
Wissensbausteine“ werden zu

”
Wissensnetzen“ kom-

poniert und die Bezüge zwischen ihnen explizit
repräsentiert. Mathematische Strukturen sind da-
mit Grundlage des Navigationskonzeptes: Der Nicht-
Linearität mathematischen Wissens wird durch sog.

”
Navigationsnetze“ Rechnung getragen, Anwählen

(
”
click“) von Inhaltsobjekten ist Navigation

”
in der

Mathematik“. Navigationsstrukturen sind nicht län-
ger reduziert auf ihre funktionale Bedeutung, sondern
werden auf diese Weise selbst zum Träger mathema-
tischer Inhalte.
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Abbildung 8. CourseCreator der
”
Mumie“-Plattform: Kompo-

sition von Elementen zu Kursen

Das ActiveMath-Projekt [16] am DFKI Saar-
brücken geht noch weiter in diese Richtung. Es baut
auf das mathematische Wissensrepräsentationsfor-
mat OMDoc (Open Mathematical Documents [14]) auf,
das die

”
Mumie“ und Connexions-Formate verall-

gemeinert und um Infrastruktur für die Repräsen-
tation von Beweisen, Notationen, Theoriekontexten
und Abhängigkeitrelationen erweitert. Schwerpunkt
in dieser Lehr/Lernplattform ist die Benutzeradapti-
vität. Wie in Connexions und

”
Mumie“ werden die

Präsentationen bedarfsorientiert generiert, aber in
ActiveMath wird darin Funktionalität zur Überwa-
chung der Benutzeraktivitäten eingebettet, die dem
System eine Modellierung des Lernfortschritts erlau-
ben. Die Präferenzen und die vom System ermittel-
te Fachkompetenz werden dann wieder in die Gene-
rierung der Kursmaterialien einbezogen. Zusammen
mit der extrem feingranularen Modellierung mathe-
matischen Wissens im OMDoc-Format lässt sich so
die Kursgenerierung automatisieren und auf den Be-
nutzer sowie das Lernszenario zuschneiden. Die so
ins System eingebaute Rückkopplungsschleife erlaubt
Funktionalitäten, die sonst nur kognitiven Tutorsy-
stemen, wie dem

”
CMU Algebra Tutor“ [13] vorbe-

halten waren.

Allen drei Systemen ist gemeinsam, dass sie im Ge-
gensatz zu den kognitiven Tutorsystemen die Reprä-
sentation mathematischen Wissens strikt von didak-
tischem Wissen und Präsentation bzw. Multimedia-
funktionalität trennen. Dadurch reicht es aus, dass
der Autor sein jeweiliges (mathematisches) Fachwis-
sen samt dessen Struktur repräsentiert (schon dies ist
eine nichttriviale Aufgabe) und in die Lehrplattform
einspeist, ohne auch noch das eLTR-System selbst an-
passen zu müssen. Nur dadurch lässt sich die Skalier-
barkeit und Flexibilität der eLTR-Systeme, die beide
für den Einsatz in unterschiedlichen Lern- und Lehrs-
zenarien nötig sind, und damit die Verbreiterung der

computerunterstützten Lehre in der Mathematik er-
reichen, die wir in der Einleitung gefordert haben.

Zusammenfassung

Wir stehen kurz vor einem Durchbruch: nach einer

”
ersten Generation“ von eLearning-Technologien, die

vor allem durch die Distribution statischer Dokumen-
te gekennzeichnet waren, sind nun neue Formen mul-
timedialer Lehr- und Lernumgebungen in der Ent-
wicklung, die das Potential haben, den Lernprozess
in einer neuartigen Weise zu intensivieren.

Bereits jetzt existieren fachspezifische Applikationen
wie etwa Computeralgebrasysteme und Geometriepa-
kete, die auf der Nutzung expliziter Repräsentationen
mathematischer Objekte basieren und dadurch zu-
kunftsweisende Formen des Mathematikunterrichts
ermöglichen. Die mathematische Wissensrepräsenta-
tion ermöglicht es, benutzeradaptiv virtuelle Wis-
sensräume aufzuspannen und erlaubt so neue Formen
der Kooperation und der Informationsbeschaffung.

Die Integration der neuen Technologien bietet faszi-
nierende Möglichkeiten in der mathematischen Lehre
und Forschung, die Revolution mathematischer Aus-
bildung hat aber erst begonnen. Wir gehen spannen-
den Zeiten entgegen.
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