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Введение 

Среди множества подходов используе-
мых для моделирования предметных обла-
стей грамматический подход информатики 
выделяется своей простотой и универсаль-
ностью. Существует большое разнообразие 
моделирующих грамматик: мультисим-
вольные, программные, графические и пр. 
[1, 2, 3]; формальных систем, использую-
щих грамматики [4, 5] и др. Носителями 
грамматик являются алфавиты, элементы 
которых являются некоторыми формализ-
мами предметных областей, представляе-
мые терминальными и нетерминальными 
символами. Формально, алфавит – множе-
ство свободных не связанных с системой 
отсчета элементов (символов, формальных 
имен и пр.), из которых с помощью опреде-
ленных операций составляются цепочки-
слова некоторого языка. Однако, элемента-
ми алфавитов могут быть объекты более 
сложной структуры. Так в информацион-
ных, транспортных, графических, экономи-
ческих, биологических и прочих системах 
объекты предметных областей могут иметь 
строковую, интервальную, древовидную и 
иную природу и представляться концами 
(префиксами, суффиксами) строк, интерва-
лов [6] или более сложными концевыми 
конструкциями. Аналогичная ситуация 
возникает при рассмотрении конечных 
элементов строительной механики, матема-
тических объектов в комплексной области, 
представлений потоковых сетей, блоков 
алгоритмов – программ. В самих формаль-
ных грамматиках порождаемые ими цепоч-

ки языков связаны также с понятиями кон-
цов [3]. Поэтому, носители таких грамма-
тик должны задаваться определенными 
конструктивными структурами, а сами 
грамматики – грамматическими структура-
ми. Грамматическая структура задает мо-
дель предметной области, предназначен-
ную для конструирования и анализа теоре-
тических и практических вопросов в част-
ности алгоритмических программ, 
информационных потоков, технологиче-
ских цепочек, производственных процессов 
и других. Грамматическая структура пред-
ставляется [7, 8] как носитель, сигнатура и 
конструктивная аксиоматика. Составляю-
щие структуры неоднородны по составу, 
правилам выполнения и другим показате-
лям. 

Объектом наших исследований явля-
ются свободные концевые конструкции. В 
рассматриваемой работе вводится структу-
ра свободных концов и предлагаются опе-
рации над концевыми объектами. Свобод-
ные концы определяются как упорядочен-
ные или неупорядоченные наборы элемен-
тов некоторого алфавита, и могут 
характеризоваться длиной и другими ха-
рактеристиками. Концевые объекты несвя-
занны с системой отсчета [9]. Предложена 
конструктивная грамматическая структура 
на свободных концах и рассмотрена задача 
построения формального языка на свобод-
ных концах при условии совместимости 
концевых конструкций. Такая концевая 
грамматическая структура, например, поз-
воляет проектировать технологический 
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процесс формирования информационных 
списков объектов предметной области с 
заданными характеристиками, ограничени-
ями на совместимость и прочее. Носитель 
грамматической структуры состоит из кон-
структивных терминальных и нетерми-
нальных структур концов, вспомогатель-
ных символов и множеств характеристик, 
причем нетерминальные концы могут 
иметь нулевую характеристику длины. 
Сигнатура включает двуместные операции 
конкатенации и подстановки, многомест-
ные отношения конкатенации, непосред-
ственного вывода и других операций и опе-
раторов. Конструктивная аксиоматика 
грамматической структуры позволяет стро-
ить свободные языки на свободных концах 
и, следовательно, корректно применять 
правила подстановок. Правила подстановок 
грамматической структуры могут иметь де-
терминированную и недетерминированную 
нагрузки, обусловленные особенностями 
предметных областей. Кроме того, некото-
рые нетерминальные концы в правилах 
подстановки являются контекстными со-
провождениями и так же могут нести опре-
деленную смысловую нагрузку. Предло-
женная грамматическая структура концов 
при наложении ограничений на правила 
подстановок, на их веса и прочее обобщает 
грамматические структуры, определенные 
на классических алфавитах [1]. 

Целью данной работы является фор-
мализация понятия концевых конструкций 
(свободных концов), определения их струк-
туры и аксиоматику. 

Структура свободных концов 

Носители формальных грамматик состо-
ят из алфавитов, элементы которых явля-
ются свободными в том отношении, что их 
можно вставлять в конструкцию цепочки в 
любое место, предусмотренное правилами 
грамматики. Поэтому постулируем следу-
ющее: 

 любой алфавит A  носителя фор-
мальной грамматики свободный; 

 конструктивный алфавит B , эле-
менты которого построенные на 
свободном алфавите A  – свобод-
ный; 

 A B . 
Рассмотрим некоторые свободные эле-

менты, которые могут составлять кон-
структивные алфавиты грамматик. 

Пусть задан терминальный алфавит 

0{ }n
i iA a   такой, что 0a    – пустой 

(нейтральный) символ, и подмножество по-
ложительных действительных чисел R

 , 

такое, что 0 R
 . На алфавите A  зададим 

конструкцию ic  из набора элементов 
jia  

такую, что элементы из алфавита могут по-
вторяться:  
 

1 2
( , , , )

ki i ia a a . (1) 

В конструкции (1) все или часть элемен-
тов могут быть концами. 

Например, конструкция (1) может быть 
мультимножеством или образовывать спи-
сок 

1 2
[ , , , ]

ki i ia a a  [6], или быть гибридным 
– составленным из элементов мультимно-
жества и списка. Если 0 | |ic m   размер 
конструкции (1) такой, что при размере 
| | 0ic  , ic    и | | 1ic  , 

ji ic a ; то кон-

структивный алфавит { }c iA c  свободный 
и cA A . Другими объектами, задаваемы-
ми выражением (1) могут быть наборы 
концевых и не концевых вершин графа, 
вершин симплекса и прочее.  

Концы могут быть простыми, если «те-
ло» объекта не учитывается (например, 
простой интервал [7]). 

Определение 1.1. Пару ( , )
j ki i ia a s  назо-

вем свободной концевой конструкцией is  

простых концов, для которых 
jia  и 

ki
a  эле-

менты свободного алфавита A  и на индек-
сах j  и k  не установлено отношение по-
рядка. 

Множество { }is  задает свободный алфа-
вит простых концов sA , причем при усло-
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вии ( , )
j j ji i i is a a a   имеем sA A . Оче-

видно, свободная концевая конструкция is  

является частным случаем конструкции (1). 
Определение 1.2. k - мерной (по количе-

ству пар) свободной простой концевой кон-
струкцией называется набор 

1 2 1
(( , ), , ( , ))

j ki i i i ka a a a S


 . 

Различные концевые конструкции kS  

образуют конструктивный алфавит skA  та-
кой, что skA A , если, например, 

1 1 1
(( , ), ( , ) , ( , ))k i i iS a a a      . k - мерная 

свободная концевая конструкция kS  задает 
другое представление конструкции (1). 

Если концевая конструкция имеет «те-
ло» (например, простая дуга [7]), то с кон-
струкцией is  свяжем набор конечных чисел 

1
1{ }k

j jr R
 
   таких, что каждой паре концов 

1
( , )

j ji i ja a r


. 

Определение 1.3. Тройка 
1

( , , )
j ji i ja a r


 об-

разует нагруженную (постоянную) свобод-
ную конструкцию концов 

jia  и 
1jia


. 

Определение 1.4. Нагруженной k - мер-
ной свободной концевой конструкцией 
называется 

1 2 2 3 1 11 2(( , , ), ( , , ), , ( , , ))
k ki i i i i i ka a r a a r a a r
 

. 

Очевидно, совокупности нагруженных 
концевых конструкций также образуют 
конструктивные алфавиты. Если конструк-
ции в определениях 1.1 – 1.4 ориентиро-
ванные (на индексах элементов концов 
установлено отношение порядка), то они 
задают списочные свободные концевые 
конструкции. Определенные выше конце-
вые пары могут служить моделями таких 
математических объектов как интервал, 
вектор, матрица и др.; концами лингвисти-
ческих и программных выражений; конца-
ми программных процедур и прочее. Кон-
цевые конструкции на парах допускают 
обобщение на тройки, четверки концов, 
симплексы, симплициальные комплексы и 
так далее. Чтобы не загромождать предмет 

исследований ограничимся в дальнейшем 
только одномерными концами. 

Данные выше упрощенные определения 
свободных концов является понятийными и 
требуют уточнения, поэтому определим 
элементарную структуру sC , порождаю-
щую свободные бинарные концы: 
 , ,s s s sC M   , (2) 

где 1 2( , , , , , , )s lM A U V V V D , A  – свобо-
дный алфавит определенный выше, U  – 

ограниченное подмножество множества R
  

такое, что 0 U , jV  – характеристические 
конечные множества, в общем, разной при-
роды, для которых jV ; 

{(, ),[, ], , , , , }iD s s   - множество специаль-

ных символов; 
22 3

1,2 1,2{ , , }r

s a
f h    - сиг-

натура приписывающих отношений поряд-
ка и отображений и s  – конструктивная 
аксиоматика порождения алфавитов свобо-
дных концов, которая может состоять из 
отдельных или комбинаций следующих ак-
сиоматик: 1s  – аксиоматика свободных 
простых концов и конструктивного алфа-
вита ,i ja a A  , 1( , ) ( , )i j i jf a a a a ; 

( , ) ( , )i j j ia a a a s  ; s  – простая концевая 
конструкция; ( , )j j js a a a  , 

( , )j js a a   ; 0 0{ } , ,m
k k ss A s     

!
1,

2( 2)!
s

n
m n A A

n
   


; sA  – конструк-

тивный алфавит свободных простых кон-
цов; 2s  – аксиоматика свободных списоч-
ных простых концов и конструктивного 
алфавита: 

2, , ( , ) [ , ] ;i j i j i ja a A f a a a a s   

[ , ] [ , ];i j j ia a a a  

s  – списочная простая концевая конструк-
ция; [ , ] ,j j js a a a   [ , ] [ , ]j j js a a a     ; 

1
0 0{ } ,m

k k ss A s    , 1

!
1,

( 2)!

n
m n

n
  


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sA A ; sA  – конструктивный алфавит 
свободных списочных простых концов; 

3( )s w  – аксиоматика свободных нагру-
женных концов и конструктивного алфави-
та: 

 1 21 2 lg& , [ , , , , ];
;

lp qg q p g gr U v V w r v v v

w характеристический список
  


 

1

, & & ,
( , , ) ( , , );

( , , ) ( , , ) ( );

i j p qg q

i j i j

i j j i

a a A r U v V

h a a w a a w

a a w a a w s w

    
  

 

( )s w  – нагруженная концевая конструкция; 

0{ ( )} ( )km

k k ss w A w   – конструктивный алфа-
вит свободных нагруженных концов; 

4( )s w  – аксиоматика свободных нагру-
женных списочных концов и конструктив-
ного алфавита: 

2

, & & ,
( , , ) ( , ) ( );
i j p qg q

i j

a a A r U v V

h a a w s w s w

   
   

( )s w  – нагруженная списочная концевая 
конструкция; 

1
0{ ( )} ( )km

k k ss w A w   – конструктивный алфа-
вит свободных нагруженных списочных 
концов. 

Кроме того аксиоматики нагруженных 
концов должны быть дополнены аксиома-
ми: 

 0

, &

( ) | ( ) ( );

[0, , , , ] ( ) ;

p

i j

i j p
r

ja a

j j

a a A r U

s w s w a w

w a w a




   
 
      

 

 sA A , ( ) & ( );s s s sA A w A A w   

 

1

,

& 1.

i

i

i

kj

k

kj ij ij

j

v w вероятностный
элемент характеристики

v p p



  


  




. 

Структура (2) обобщает структуры клас-
сических алфавитов с элементарными 
структурами символов и позволяет распро-
странить ее на алфавиты с другой структу-
рой символов. В частности, если алфавит 
носителя M  числовой, то получим обыч-
ную структуру концов в системе коорди-

нат. Если алфавит носителя нетерминаль-
ный, задающий некоторый контекст, то 
символы этого алфавита в структуре (2) 
можно определить как ненагруженные кон-
цевые конструкции или нагруженными 
конструкциями нулевой длинны со смыс-
ловыми характеристиками заданного спис-
ка. 

Выясним некоторые свойства концевых 
структур. Предположим, что на алфавите 

1B  определена структура концов типа (2) 

1( )sC B , а на алфавите 2B  соответствующая 
структура 2( )sC B . 

Определение 1.5. Структуры концов 
1 1 1 1( ) , ,sC B M    и 2 2 2 2( ) , ,sC B M    

однотипные, если 1 2 1 2|M M M M  , 

1 2    с точность до обозначений опера-
ций и аксиомы аксиоматик 1  и 2  одина-
ковы с точность до имен символов алфави-
тов и характеристических списков. 

Введенная концевая структура с помо-
щью дополнительных операций дает воз-
можность строить концевые конструкции, 
заданные определениями 1.3 и 1.4. Для это-
го введем в рассмотрение словарь алфави-

тов. Предположим, что словарь 
0

m

k

k

B B


 , 

составленный из некоторых алфавитов kB  

таких, что 
1

m

k

k

B


  и на каждом опреде-

лена однотипная концевая структура 
( ) , ,s k kC B M   . Тогда на словаре B  

определена структура ( ) , ,sC B M   , в 

которой носитель 
0

m

k

k

M M


 .  

Определение 1.6. Пусть 
1 1 1 1( ) , ,sC B M    и 2 2 2 2( ) , ,sC B M    

однотипные структуры, тогда концевая 
структура 1( )sC B  есть подструктурой 
структуры 2( )sC B , ( 1 2( ) ( )s sC B C B ), если 

1 2M M . 
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Очевидно, что составляющие словаря B  

определяют подструктуры ( )s kC B  конце-
вой структуры ( ) , ,sC B M   . 

Для свободной концевой структуры 
( ) , ,sC B M    укажем некоторые алгеб-

раические свойства. 
Свойство 1.1. В структуре ( )sC B  всегда 

можно выделить однотипную подструктуру 
( )s jC D , jD B . 

Множество всех подструктур ( )s jC D  

структуры ( )sC B  обозначим как B . 

Определение 1.7. Подструктура ( )s jC D  

пустая, если { }jD   . 

Свойство 1.2. ({ })sC B  , пустая под-
структура порождает пустой концевой ал-
фавит. 

Определение 1.8. Подструктуры 
1 2( ), ( )s sC D C D B  эквивалентны, если 

1 2D D . 

Определение 1.9. Подмножество под-
структур S B  такое, что 

( ); , ( ) ( )s j s j s

j J

S C D j J C D C B


     
  

 

называется образующим. 
Свойство 1.3. Подструктуры, опреде-

ленные на составляющих kB  словаря B  

являются образующими структуры ( )sC B . 

Введенное определение 1.8 задает отно-
шение эквивалентности на множестве под-
структур B . Так же как в грамматических 
структурах [4], это отношение позволяет 
разбить множество B  на классы эквива-
лентности и совместно с образующим мно-
жеством S  дает возможность получить но-
вые алгебраические свойства свободной 
концевой структуры. 

Так как из аксиом аксиоматики структу-
ры (2) следует, что нагруженные концевые 
алфавиты обобщают ненагруженные алфа-
виты, то в дальнейшем будем рассматри-
вать только нагруженные алфавиты и обо-

значать их, независимо от ориентации, как 
B , а при необходимости использовать 
обычные обозначения как в структуре (2). 

Операции над свободными 
концевыми конструкциями 

Рассмотрим теперь конструктивную ак-
сиоматику некоторых операций над сво-
бодными концами, порожденными струк-
турой ( )sC B . 

Аксиоматику ( )   линейной (двух-
местной) конкатенации   над концами 
структуры ( )sC B  определим следующим 
образом: 

1 2 3 1 2 1 2

1 2 2 1 1 1 1

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

, , , ,
, ,

( )
( ) ;

ks s s B s s s s l

s s s s s s s l
s s s s s s

s s s s s s s s s l

    
             

      

 

1 2 1 2

1 2

, ;
;

k ks

k ks

s s B B l l s s

B B l l s s

     
   

 

 1 1 1 2 2 2

2 2 1 2 1 2

( ) & ( ),
( ) ( , );

s s w s s w

s w s s l l w w

 
     (3) 

l  – концевая цепочка. 
Операцию конкатенации   двух конце-

вых конструкций 1 2,s s  можно модифици-
ровать, определив поворот конструкции 2s  

относительно 1s  или, наоборот, на задан-
ный угол  , т.е. выполнить операцию кон-
катенации с поворотом ( )   [8]. Другие 

модификации конкатенации получаются 
как конкатенации левых l , правых p  и 
обоих g  концов конструкций. Так для 
операций l , p  и 

( , )

( , ) |

| ;
i j

r i j i

f l q q

n

l l f l q q W

l l


   


 соответственно 

имеем: 

 
1 11 12 2 21 22

11 12 21 22

1 2 12 22

11 21

( , ) & ( , );
, , ,

( , ) ( , ),
| ;
l

s b b s b b

b b b b B

s s l b b b b

b b b

  
 
    


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 1 2 11 21

12 22

( , ) ( , ),

| ;
ps s l b b b b

b b b

   


 

 1 2 11 21 12 22

1 2

(( ), ( )),
;

gs s l b b b b

w w

    


 

что соответствует слиянию соответствую-
щих концов концевых конструкций. 

Если аксиоматику операции   над 
нагруженными концами дополнить списоч-
ным отображением  , то получим слож-
ную операцию конкатенации 1 , для кото-
рой дополнение к аксиоматике будет 

 
1 1 1 2 2 2

2 2 1 1 2

1 2

( ) & ( ),
( ) ( ),

( , );

s s w s s w

s w s s l w
w w w

 
  

 
 (4) 

Введем некоторые ограничения на носи-
тели списка 

1 1 2 2

1 2 1 2

, , , ,

, , , , ,

,

, , ( );

( ) ( ( )),
( ) [ , , , , ,

];
r r

k k

s s
i j s s

J
s

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

i j

l l l l l l l F A H

по аксиоматике
l s t

t

  
  
   
     


 и опре-

делим правило отображения  .  

Пусть | |w  длина характеристического 
списка некоторой свободной конструкции 

( )s w . 

1. 1 2 1 2, , | | | |ks s B w w   , это требование 
естественно выполняется, если ввести 
пустой символ   вместо недостающего 
элемента в списке; 

2. 
1 2

1 2

1 2 1 1 1 1 lg

2 2 2 2 2g

1 2

, , [ , , , , ],
[ , , , , ],

, ;

l

l

j j

k p g g

p g g

g g j

s s B w r v v v

w r v v v

v v V

  
 
 

 

3. 1 2 lU V V V     упорядоченно; 

4. 
1 2 1 2

1 1 1 2 1 2

0 1 2 1 1 2

, & ,
: ( , )

( ) ( )

i i i
l l
i i i i

l
i i i i

U U U V V V

U V U V

U U V V
 



     
    

, 

где компоненты i  отображения   опера-
ции, операторы, алгоритмы или структуры 
в зависимости от природы множеств iV , 

причем относительно соответствующих 

компонент отображения во множествах 

1

: ( :[ ,
],{ },{ });

r r

r r

k k i i i i

j j j i k

q m

q 

    
      имеется едини-

ца i ; в частности, для компоненты 0   , 

0 0  . 

Разновидностью операции конкатенации 
1  является операция с поглощением кон-

цов конструкций 1 1( )s w  и 2 2( )s w  – 2 . Для 
этой операции имеет место: 

1 11 12 1 1

2 21 22 2 2

11 12 21 22 1 2 2

11 22 3

1 2

( , ) ( ) &
( , ) ( );

, , ,
( , ) ( ),

( , ).

s b b s w

s b b s w

b b b b B s s

b b s w
w w w

  
  
    
 
  

 

Могут быть модифицированные опера-
ции конкатенации 2 , например, поглоще-
ние, только по одноименным концам кон-
струкций 1 1( )s w  и 2 2( )s w , т.е. когда 

12 21b b . 

Введенные операции предполагают 
внешние действия над концами, но опера-
ции конкатенации могут быть внутренни-
ми, т. е. расширять границы концов, созда-
вать «тело» концов или дополнять его. 
Множество всех внешних и внутренних 
операций конкатенации над свободными 
концевыми конструкциями обозначим сим-
волом  . 

Рассмотренные операции конкатенации 
позволяют получить композицию концевых 
конструкций над любыми элементами кон-
структивного алфавита. И далее исследо-
вать свойства этих композиций. 

Установим некоторые свойства конце-
вых конструкций и рассмотрим другие опе-
рации над свободными концами. 

Определение 2.1. Две свободные конце-
вые конструкции 1 1( )s w  и 2 2( )s w  называ-
ются однотипными, если их характеристи-
ческие списки 1w  и 2w  могут отличаться 
только первыми элементами. 

Свойство 2.1. Концевые конструкции 
1( )s w  и 2( )s w , характеристические списки 
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которых удовлетворяют условиям опреде-
ления 2.1 однотипные. 

Свойство 2.2. Однотипная последова-

тельность { ( )}is w  упорядочена по характе-

ристикам длин в списках iw  и элементы 
этой последовательности образуют цепь по 

включению 1( ) ( )i is w s w  , если 1i ir r , 
0,1,i  . 
Свойство 2.3. Однотипная концевая по-

следовательность { ( )}is w  ограничена снизу 
определенным свободным элементом алфа-
вита A . 

Определим операцию сложения двух 
однотипных свободных концевых кон-
струкций: 

 

1 11 12 2 21 22

11 12 21 22

1 1 1 2

2 2 1 2

1 1 2 2 11 22

1 2 1 2

1 1 2 2 2 2 1 1

( , ) & ( , );
, , , ;

[ , , , , ],
[ , , , , ]
( ) ( ) ( ) ( , ),

[ , , , , ];
( ) ( ) ( ) ( ).

l

l

l

s b b s b b

b b b b B
w r v v v
w r v v v

s w s w s w b b
w r r v v v
s w s w s w s w

  
 
  
   
  
   

 (5) 

Подобным образом можно определить 
операцию умножения однотипных конце-
вых конструкций: 

 
1 1 2 2 11 22

1 2 1 2

1 1 2 2 2 2 1 1

( )* ( ) ( ) ( , ),
[ * , , , , ];

( )* ( ) ( )* ( ).
l

s w s w s w b b
w r r v v v
s w s w s w s w

   


 (6) 

Определение 2.2. Список 
0 [ , , , , ]w r     множества характеристи-

ческих списков 1
l
i iW U V   называется 

скалярным. 
Введем операцию умножения свободной 

концевой конструкции ( )s w  на скалярный 
список правилом: 

0 1 1 1 2( ) ( ), [ , , , , ],lw s w s w w r v v v   

 1 1 1 2[ * , , , , ]lw r r v v v    . (7) 

Свойство 2.4. Операция умножения 
концевой конструкции на скалярный спи-
сок коммутативна и ассоциативна. 

Введенные операции сложения и умно-
жения являются полезными при представ-
лении концов. Так конструктивная конце-

вая структура (2) для нагруженных концов 
порождает, вообще говоря, бесконечный 
концевой алфавит. Однако, если воспользо-
ваться операцией умножения нагруженной 
концевой конструкции на скалярный спи-
сок, то концевой алфавит будет конечным и 
его элементы можно определить как 

1 21 2 lg([1, , , , ])
lg g gs v v v . 

Определение 2.3. Алфавит B  с элемен-
тами gs  называется нормальным конструк-
тивным алфавитом свободных нагружен-
ных концов. 

Грамматическая структура концов 

Традиционно формальные грамматики 
строятся как безусловные, т. е. порождае-
мые цепочки языка грамматики выделяют-
ся в пределах выбранных правил из неко-
торого свободного языка без всяких усло-
вий. Условия отбора цепочек формального 
языка удобно задавать в грамматической 
структуре. Для этого необходимо поставим 
определенную задачу. Рассмотрим следу-
ющую задачу. 

Задача. На структурах концов (2) необ-
ходимо построить формальную конструк-
тивную структуру грамматики, порождаю-
щую такой язык, чтобы цепочки языка удо-
влетворяли условиям совместимости смыс-
ловых характеристик смежных концов по 
операциям конкатенации. 

Некоторые подходы проверки кон-
текстных условий в языках программиро-
вания приведены в работе [10]. Один из них 
основан на использовании формальных 
программных грамматик для проверки сов-
падения контекстов по индексу. Модифи-
кация этого подхода к решению вопроса 
смысловой совместимости концевых кон-
струкций состоит в следующем: 

- на концевых конструкциях порожден-
ных структурой (2) строятся цепочки с 
приписанным смысловым контекстом или 
выделяются из свободного языка (такие це-
почки имеются в свободном языке); 
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- с помощью оператора гомоморфизма 
[3], как в S - системах, выделяются по со-
ответствующему индексу из характеристи-
ческих списков концов определенный 
смысловой показатель; 

- проверка совместимости (совпадения 
по индексу) смысловых показателей конце-
вых конструкций реализуется в программ-
ной грамматике с ядрами в виде матричных 
продукций [11]. 

Таким образом, решение поставленной 
задачи требует интегрированного подхода, 
как в грамматиках структурного проекти-
рования [11]. 

Пусть A , определенный выше, терми-
нальный алфавит и N H T  нетерми-
нальный алфавит. Где 1{ }p

i iH    – основ-
ной алфавит и 1 2 mT T T T     – характе-
ристический алфавит концевой структуры 
(2), причем 0 0{ } ,it

i ij j iT      . Предполо-
жим, что, если нетерминальные концевые 
конструкции нагружены, то они имеют ну-
левую длину, поэтому их представление по 
структуре (2) зададим так: ( , ) ( )i i i t    , в 
котором характеристический список t T . 

Если [ , , , ]t     , то примем ( )i it   . 

Построение формального языка конце-
вых конструкций ( )L G  будем проводить с 
помощью грамматической структуры [4]. 
Представим формальную концевую грам-
матическую структуру в виде: 
 , ,G G G GC M   . (8) 

Носитель грамматической структуры (8) 
зададим на конструктивных структурах 
концов построенных на этих свободных 
алфавитах sA , и sH , т. е. 

( ), ( ),G s sM C A C H N . Причем нагру-
женный конструктивный алфавит, который 
может порождаться структурой ( )sC A  яв-
ляется нормальным, а нагруженный нетер-
минальный конструктивный алфавит со-
стоит их конструктивных концов нулевой 
длины (в списке t  этот элемент опущен). 

Сигнатуру и аксиоматику грамматиче-
ской структуры (8) определим, как  

2 2 2{ , , ,* , ,k k
G      

2
2 2 1, , , , }

ip
k

m f    

и  
( , , , , ,G F K J Y M        

, , , , )P V C H L      

Операции сигнатуры ( , , ,*)   задаются 
правилами (4) – (7), смысл других операций 
будет дан в аксиоматике. Составляющие 
аксиоматики  имеют следующий смысл и 
задаются конструктивными аксиомами: 

F  – аксиоматика свободного языка: 

 
1 2 3

1 2 1 2

, , &
;

, ;

s ss s s A H

s s s s l
N l

  
   
     

 

 списочное отображение   приме-
няется только над конструктивны-
ми концами алфавита sA ; 

 

, | | &

| ;
, & | ;

{ } ( ) | ( ) | ( ) ,
{ } ( ) .

i j s s s s

i j

s s s s

s s A H A H

l s s l l l

N l l l l

l F A F H F A H
l F N свободные языки

 
    
      
 
  


 

K  – аксиоматика контекста: 

 

& ( ) ,
[ , , , ]

( )

;
{ } ( ),

.

i s j s

s
i j i j i j
s

s s
s s

s

s A s t H

t

s s s s s t l

l цепочка с контекстом
l F F A H

F свободный язык

   
     
     
 

 
 

 

J  – аксиоматика гомоморфизма  : 

 
1 2

1 2

( ) | ( ) | ( ) |
| ( )
&

( ) ( ) ( ) ( );

s s s s

r

r

l F A F H F A H
F N

l s s s

l s s s

 

 
     

 

 | ( ) ;i s s i is A H s s     
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 

1 2

1 2

& ( ),
[ , , , , , ],

( ) ( ( ))
(() ( ) ()),

( ) [ , , , ( ), , ],
( ) .

r k

r k

r r

s s s
i j

j j j j

s
i j

i j

j j j j

j j j

l F l s t

t

для заданного r
l s t

s t

t

   
     


    
    
       
    

 

Y  – аксиоматика продукций подстановок 
и отношения непосредственного вывода: 

 

1 2

: , , ( ) |

| ( ),

0 , 0 ;

i j k j k s

s s

j k

p l l l l F H

F A H

l k l k

  


    

 

 
: & : &

| ;
i j k r i m

j i j i

p l l p l l

i r l l l l

   
   

 

 1{ }r
i ip P   – продукционная схема; 

 
 

 
1 2

1 2 1 2

( ) &

& :
i

j s s

i j k

p

j k

l l l l A H

p l l P

l l l l l l

     

 

 

ip  допустимая продукция к цепочке l . 

M  – аксиоматика списочных (матричных) 
продукций и отношения непосредственного 
вывода: 

 
1 2

,
[ , , , ],

; ;
k

i

j

j j j j

j

m списочная подстановка
m p p p

p P уникальный список

  
  

 

 1{ }k
j jM m   продукционная спи-

сочная схема; 

 
1 2

1 2

,

;

.

j

jj j k

j
m

j
pp p

k j

m M допустимая к l

l l

l l l l l

  
 

   

 

P  – аксиоматика программных продук-
ций отношений выбора и непосредствен-
ных выводов: 

  , : , , ;i i i i im M q m K W   – про-
граммная продукция; 

 1{ } , , ;n
i i i jq Q q q i j     – множе-

ство меток продукций; 

 iK Q  – множество удач, и 

iW Q  – множество неудач про-
дукции im . 

 

 

,

, : , , &

, ;
, ;

;

i

i j

i i i i i
m

i i

j i j i
m m

j

q Q q m K W

m допустимая к l l l
q K m допустимая к l

l l

 



  

 

 

iq  – допустимая продукция к це-

почке l  на множестве удач iK ; 

 , : , , &

;
, ;

;
j

i i i i i

i

j i j
m

j

q Q q m K W

m недопустимая к l
q W m допустимая к l

l l

 


  

 

iq  - допустимая продукция к цепоч-

ке l  на множестве неудач jW . 

V  – аксиоматика оператора выбора про-
дукций для непосредственного вывода: 

 
 , : , , &

& ( );
( , ) ;

i i i i i

s s

i

q Q q m K W

l F A H

f l q оператор выбора продукций

 
 
 
 

 &
im

r il l

, ( , )

( , ) |

| ;
i i j

r i j i

q f l q q

n

l l f l q q K

l l


   


 

 &
im

r il l

( , )

( , ) |

| ;
i j

r i j i

f l q q

n

l l f l q q W

l l


   


 

C – аксиоматика совместимости кон-
текстных характеристик: 

 1 1 2 2

, , , ,

, , , , ,

, , ( ),
[ , , , , , ]&

,
;

r r k k

r r

s s s s
i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j
s s

i j i j

l l F l s t

t

l l совместны
поиндексу r

   
     
    

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 , ,s s
i jr l l совместныпоиндексу r  

, ;s s
i jl l совместны   

 

1 1 2 2

1 2 1 2

, , , ,

, , , , ,

,

, , ( );

( ) ( ( )),
( ) [ , , , , ,

];
r r

k k

s s
i j s s

J
s

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

i j

l l l l l l l F A H

по аксиоматике
l s t

t

  
  
   
     


 

 для фиксированных значений ин-
дексов ri  и rj  проверяется по спи-

сочной схеме M  совпадение харак-
теристик 

ri
  и 

rj
  (по этим индек-

сам): 

1

: ( :[ ,
],{ },{ });

r r

r r

k k i i i i

j j j i k

q m

q 

    
      

1 1

2

: ( :[ , ],
{ },{ });

k k i j

k

q m

q
 



   


2 : .kq   

H  – аксиоматика инструктивных правил: 

 sU H  – множество начальных 
концевых конструкций, 

  
0

0

& :

: , ,
i

i k i i

l U q

m l l Y W Q

 
   iq – ак-

сиома начала; 

  
  *

( ) |

& : : , , ,

| & ;

s
k s

i i j k i i

i i i i

l F A F

q m l l K W Q

W K W q

 
   
    

  

–заключительная аксиома. 

L  – аксиоматика управления выводом 
правильных цепочек и формального языка: 

  
( ) | & ,

: , , ;

( )
;

s
s s i

i i i i

l F A H F q Q

q m K W

l оператор управления
выводом

   


 


 

 ( ) ( ( | | *| | , ( ))) jl f l q Q         

– суперпозиция альтернативных 
операций и операторов; 

 

 


*
10 11 2

1 2

0
( )( ) ( )

0 1

( , , ) ;

|

& & ( ) | ;

;

m jj j m

m

j k j k

s
m s

l ql q l q

m

m

q q q Q

q q q q

l U l F A F

l l l

l правильная цепочка

    


  

 
  
 

      
 

 

 
*

1 2

0 1( ) ( )
mqq q

m mW l l l l     – вывод 

цепочки ml ; 

 { } ( )m Gl L C  – формальный язык, 
порождаемый концевой граммати-
ческой структурой. 

Таким образом, построена формальная 
конструктивная грамматическая структура 
свободных концов, которая порождает со-
гласованный по определенной семантике 
язык. 

Выводы 

Введенные концевые структуры алфави-
тов и разработанные на их основе кон-
структивные грамматические структуры 
обобщают классические структуры грамма-
тик. Предложенные модификации свобод-
ных концов позволяют строить предметные 
концевые грамматические структуры для 
конструирования и автоматизации техноло-
гических процессов предметных областей, 
выполнять анализ технологических конфи-
гураций и пр. 

Представляется возможным рассмот-
ренную методику построения свободных 
пар концов и грамматических структур 
распространить на более сложные конце-
вые конструкции, симплексы, симплици-
альные комплексы и др. 

Важным аспектом при разработке грам-
матических структур систем искусственно-
го интеллекта является управляемость. 
Включение элементов управления в грам-
матику приводит к существенному услож-
нению ее структуры. В работе управление 
реализовано через выбор в свободном язы-
ке согласованных, по одному характери-
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стическому показателю концевых кон-
струкций, что потребовало введения опера-
тора управления выводом и сопутствую-
щих ему аксиоматик. Решение вопроса 
управляемости в грамматических структу-
рах по нескольким показателям является не 
простым, так как может привести вычисли-
тельной неустойчивости при реализации 
конфигураций языковых представлений, 
т.е. решение проблемы управляемости воз-
можно, например, при включении алгорит-
мической структуры [5] в грамматическую 
структуру. 
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